1 Nocoes de Probabilidade

Ja vimos que para se obter informacdes sobre alguma caracteristica da populacio, podemos utilizar uma
amostra. Estudaremos agora a probabilidade, que é uma ferramenta usada e necessdria para se fazer ligacdes
entre a amostra e a populacdo, de modo que a partir de informagdes da amostra se possa fazer afirmagdes sobre
caracteristicas da populacao.

As probabilidades sdo utilizadas para exprimir a chance de ocorréncia de determinado evento. O estudo
das probabilidades € importante pois elas sdo a base para o estudo estatistico

A teoria de probabilidades tem por objetivo o estudo de fendmenos aleatérios. Um fendmeno é chamado
de aleatdrio se ele tem a seguinte propriedade: quando observado repetidamente sob as mesmas condi¢des ele
produz resultados diferentes. Mesmo que a chance da ocorréncia seja alta, os resultados nio sdo conhecidos
antes de ocorrer, mas de certa forma, mantém uma certa regularidade, o que permite determinar a chance de
ocorréncia; a Probabilidade.

Exemplos:
e Jogar uma moeda repetidamente e observar o resultado da face de cima;
e Jogar um dado e observar o nimero mostrado na face superior;
e Numero de filhos de um casal;

Observacdo: quando a possibilidade de repetir o fendmeno estd na mdo do experimentador, este fend-

meno aleatério é chamado de experimento aleatdrio.

1.1 Espaco Amostral e Eventos

Espaco amostral (2) - é o conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento.
Um espago amostral é

Exemplo:

e Lancamento de um dado ndo viciado. Neste caso o espaco amostral é

Q=1{1,2,3,4,5,6}

e Lancar uma moeda duas vezes e observar as faces obtidas

Q={(Ca,Co),(Ca,Ca),(Co,Ca),(Co,Co)}

No langamento de um dado pode-se interessar, por exemplo, somente na ocorréncia de niimero impares.
O subconjunto A = {1, 3,5} do espaco amostral {2 representa o evento A definido pela ocorréncia de nimeros
impares.

Evento - € um subconjunto do espaco amostral que representa um resultado definido.

Ponto amostral - é apenas um elemento do espaco amostral.



1.1.1 Operacao com eventos

Sejam A e B dois eventos de um mesmo espaco amostral O evento intersec¢ao de A e B, denotado AN B,

e o evento em que A e B ocorrem simultaneamente.

AP

Dois eventos A e B sdo mutuamente exclusivos ou disjuntos se eles ndo podem ocorrer simultaneamente

ANB=0.

O evento Unido de A e B, denotado A U B, e o evento em que A ocorre ou B ocorre (ou ambos).

O evento complementar de A, denotado A€, é o evento em que A ndo ocorre.
g

Exemplo: Seja o espago amostral 2 = {1,2,3,4,5,6} e considere os eventos:

A=1{1,3,5} B=1{2,4,6} C=1{3,4,5,6}
Vamos fazer as seguintes operacoes:

ANB = @ Conjuntos mutuamente exclusivos ou disjunto

ANnC = {3,5}

AUB = {1,2,3,4,5,6} = Q
ANB® = {1,3,5} = A oselementos de {2 que ndo estdo no conjunto B = B{1, 3,5}

1.2 Probabilidade

Probabilidade - freqiiéncia relativa associada a um varidvel descritora de uma populacdo. Num espago
amostral €2, a probabilidade de ocorrer um evento A, representado por P(A), é dado pela medida de A em
Q) nas seguintes condi¢des: Exemplo: A probabilidade de ocorrer face impar no langamento de um dado nao
viciado é

n 3
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Algumas propriedades de probabilidade:
e A probabilidade de ocorréncia de €2 vale 1, ou seja, P(2) = 1

e Probabilidade de em evento certo e de um evento impossivel

e A probabilidade de ocorréncia do evento A é ndo negativa, ou seja, P(A) > 0

e Dominio da Probabilidade
0<PA)<1

e Regra da Adigdo de probabilidades de dois eventos A e B:
P(AUB)=P(A)+ P(B)—-P(ANB)

No exemplo do langamento de um dado seja os eventos A = {2,4,6} e B = {3,4,5,6}. A unido entre

os dois conjuntos daria {2,3,4,5,6}. Assim:
5
P(AUB) = 6 =0,83 =83%
Utilizando a regra da adi¢@o teriamos:

P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB) =

|~

)
:6:0’83:83%

> w
(SN )

emque AN B = {4,6}

e Probabilidade complementar
P(A°)=1-P(A)

No exemplo do langamento de um dado seja o evento A = {3,4,5,6}, entdo A° = {1, 2}, logo

PA) =2 ¢ P(AC):%

utilizando a regra da probabilidade complementar teriamos:

4 6—4 2
PAY=1—-PA)=1—--="-="Z

1.2.1 Probabilidade Condicional e Independéncia de Eventos

A probabilidade condicional surge, por exemplo, quando se deseja calcular a probabilidade de um evento
A ocorrer sabendo que um evento B j4 ocorreu.
Sejam A e B dois eventos associados a um mesmo espaco amostral 2. Denota-se por P(A|B) a proba-

bilidade condicionada do evento A, quando o evento B tiver ocorrido.



Sempre que calculamos P(A|B), estamos essencialmente calculando P(A) em relagdo ao espago amostral
reduzido devido a B ter ocorrido, em lugar de faze-lo em relagdo ao espago amostral original 2.
Dados dois eventos A e B, a probabilidade condicional de A dado que ocorreu B € representada por

P(A|B) e definida por
P(ANB)

P(A’B) - W,

P(B) # 0.

Isso significa que a probabilidade de A ocorrer, dado que B ocorreu, € igual a probabilidade de ocorréncia
simultdnea de A e B dividida pela probabilidade de ocorréncia de B.

Exemplo: Na tabela a seguir temos dados referentes a alunos matriculados em trés cursos de uma uni-

versidade em dado ano.

Tabela 1: Dados referentes a alunos de uma dada universidade.

Cursos Sexo Total
Feminino | Masculino
Administragdo 70 40 110
Psicologia 10 20 30
Geologia 20 15 35
Total 100 75 175

Qual a probabilidade de escolhermos um aluno ao acaso e ele ser:

e Homem (H) e da Administragdo (Adm)?

P(H N Adm) = A0

=0,2285
175 ’

b) Homem (H) ou da Administracdo (Adm)?

P(HUAdm) = P(H)+ P(Adm) — P(H N Adm)
75 110 40 145

175 1 1 1T

=0, 8285

e Psicologia (Psi) ou Geologia (Geo)?

P(PsiUGeo) = P(Psi)+ P(Geo)— P(PsinNGeo)
30 35 0 65

= —+-—-0= =0,3714
175 * 175 175 ’
e De ser um aluno da psicologia dado que é mulher.
. P(Psin M)
P(Psi|M) = ————
( SZ‘ ) P(M)
_ a5 _ 10175 10 010

=

00 — 175100 _ 100
v 175100 100

Das expressdes acima resulta a regra do produto, que se refere ao calculo da probabilidade do evento
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intersecao,
P(ANB)= P(A|B).P(B)

A ordem do condicionamento pode ser invertida. Para trés eventos, por exemplo, pode-se escrever:
P(ANnBNC)=P(A).P(B|A).P(C|ANB) €))

Dois eventos A e B sdo independentes se a ocorréncia de um nio altera a probabilidade de ocorréncia

do outro, isto é, P(A|B) = P(A) ou P(B|A) = P(B), ou ainda, a seguinte forma equivalente:
P(AN B) = P(A).P(B)

1.3 Arvores de probabilidade

A contrucdo de uma arvore de probabilidade fornece uma ferramenta muito ttil para a solugdo de
problemas envolvendo duas ou mais etapas. A drvore consiste em uma representacio grafica na qual diversas
possibilidades sdo representadas, juntamente com as respectivas probabilidades condicionadas a cada situacao.
Isso permite, pela utilizagdo direta da regra do produto das probabilidades, associar a cada n6 terminal da drvore
a respectiva probabilidade.

O uso das arvores de probabilidade ajudam e simplificam o entendimento da aplicacdo de dois teoremas
que serdo apresentados a seguir, conforme serd visto no exemplo.

Exemplo: Em certo colégio, 5% dos homens e 2% das mulheres t€ém mais de 1,80m de altura. Por outro

lado, 40% dos estudantes sao homens. Sorteando-se um estudante aleatoriamente, qual a probabilidade de:

0.05 >1.80

H
(y BBy )

no2 ->1,80
M

098 ™ <1 80

060

e Ser mulher (M) e ter mais de 1,80m?

P(MN > 1,80) = 0,60 x 0,02 = 0,012



e Ter mais de 1,80m?

P(>1,80) = P(Mn>1,80)+ P(HN > 1,80)
P(HN>1,80) = 0,40 x 0,05 = 0,02
P(>1,80) = 0,012+0,02 = 0,032

e Um estudante ¢ escolhido ao acaso e tem mais de 1,80m. Qual a probabilidade de que o estudante seja

mulher?
P(Mn > 1,80) ~ 0,012

P(>1,80) 0,032

P(M| > 1,80) = = 0,375

1.4 Variavel Aleatoria

Varidvel Aleatdria - varidvel descritora de populagdes, cujos valores sao associados a probabilidades de

ocorréncia.

Exemplo: Um estudante é submetido a trés questdes de mdltipla escolha, em cada questdo tinha cinco

alternativas. Logo a chance de acerta uma questdo no chute é 20%
e Correto (C) - P(C) = 20% = £
e Errado (E) - P(E) = 80% = 2

A questdes e resultados possiveis sdo:

Q= {CCC,CCE,CEC,CEE, ECC,ECE, EEC, EEE}

Supondo que sua varidvel aleatdria € acertar a questdo, temos que o ocorréncia no espaco amostral pode

Ser:

Q- CCC CCE CEC CEE ECC ECE EEC EEE
a 3727 27 17 2717170



As probabilidade dos pontos amostrais sdo:

pccc) = %%%:%
P(CCE) = %%%:1475
P(CEC) — %g%:%
P(CEE) = %%:%
P(ECC) = %%é:%
P(ECE) = %%%:%
P(EEC) = g%%:%
P(EEE) — %%%:%

Pode-se construir uma tabela, em que X € o ndmero de questdes corretas e f(x) € a probabilidade de

ocorrer o resultado X.

X 0 1 2 3
f(x) 64/125 48/125 12/125 1/125

Nesta tabela X assume os valores (X = 0,1, 2, 3) que sdo valores numéricos que descrevem os resulta-
dos da experiéncia, logo os valores de X sido de uma varidvel aleatéria.
Uma fun¢do que transforma em resultados de um espago amostral em niimeros reais, chama-se varidvel

aleatdria.
e X é onome da varidvel aleatéria definida. Ex. nimero de questdes corretas;

e 1z sdo os valores assumidos pela varidvel. Ex. z = 0,1, 2, 3.

1.5 Funcao de Probabilidade Discreta

E uma fungio f(x) que associa a cada valor z da varidvel aleatéria a sua respectiva probabilidade. Esta

funcdo deve atender duas condigdes:

L f(z) > 0;

2. ) flx)=1

Ex.: Para a trés questdes, considerando X nimero de acertos e x=(0,1,2,3)

X 0 1 2 3
f(x) 64/125 48/125 12/125 1/125

Verificacio da duas condigdes:

L f(z) =0



e Parax <0 — f(z)=0
e Para0 <z <2— f(z) >0

e Parax >2 — f(x) =0

64 48 12 1 125
Zf(x) 125 + 125 * 125 + 125 125

Uma func¢do de probabilidade discreta pode ser representada por
f(z)ouP(z)ouP(X = x)

Outra forma de representar uma distribui¢do de probabilidade de uma varidvel aleadria é por meio de sua
funcdo de distribui¢do acumulado, que € definida por
n
F(z)=P(X <2)=)_ P(X =)

=1

Utilizando o exemplo das questdes, temos que a funcdo de distribuicao é

X 0 1 2 3
f(x) 64/125 48/125 12/125 1/125

Assim a funcdo de distribui¢do acumulado é dada por

X 0 1 2 3
F(x) 64/125 112/125 124/125 125/125

E sua representacgdo grafica:

3,898 4 _

0,896 - ——

F(x)

0,512 e

1.5.1 Esperanca Matematica e Variancia de uma VAD

Defini¢do: Seja X uma V.A.D., com valores possiveis 1, 22, ..., zn; Seja P(z;) = P(X = z;),i =

1,2, ...,n. Entdo, o valor esperado de X (ou Esperanca Matematica de X), denotado por E(X) € definido como
[e.9]
i=1
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esta expressdo € também denominado o valor médio de X.
Definigdo: Seja X uma V.A.D. . Define-se a variancia de X, denotada por V(X) ou 0%, da seguinte
maneira:
oo
= (& — B(X))* P(z;) = ou V(X) = E(X?) — (E(X))*
i=1
e a raiz quadrada positiva de V(X) é denominada o desvio-padrao de X, e denotado por o x.

No exemplo das questdes

64 48 12 48 24 3

B(X) = 12 — s I T S
(X) Zx’ (i) = 055 + 1955 + 2995 3125 0+ 195 T 195 T 125 = 090
1 1
= — E(X))?*P - - - —
V() ;m (X)) Pla) = (0~ 0,605 (1 - 0,60)° "0 1 (2~ 0,60)%- 2 + (30,60
1
- 1 1 —
036125+0 6125+ 96125+5,76125
923,04 7,68 23,52 5,76 60
- 1 1 T — 0,48

125 ' 125 ' 125 ' 125 125
V(X) = E(X2)—(E(X))2

64 48 12 1 64 48 12 1
E(X?) = 2P(x;) = 0°— + 12 22 = 432 — =0— 41— 44— +9—
(X7) Zx (i) 125 TV 1es T2 105 T3 15 T 01 T i s T

48 48 9 105
— _ JR—— _—— = 4
0+ 125 + 125 + 125 125 0,8

V(X) = 0,84—(0,60) =0,84—0,36=0,48

1.6 Funciao de probabilidade continua ou funcio de densidade de probabilidade (fdp).

Se a varidvel aleatdria é continua a sua fun¢do de probabilidade ¢ uma funcio continua conhecida por

funcio de densidade de probabilidade (fdp). Esta fungdo atende duas condigdes:

I. f(x) >0 VzeR

2 /R F(a)da =

Das duas condig¢des verifica-se que

b
Pla <z <)) :/ f(z)dz

No casa das varidveis continuas a funcio de distribui¢do acumulada, que é definida por

Fz)=P(X <z) = /x f(z)dx

E sua representagdo grafica:



0.8 4

0,6

F(x)

0.4

0.2 4

0,0 4

Ex.: O tempo gasto, em minutos, por um estudante para responder a uma questdo de um teste ¢ uma

varidvel aleatdria continua com fungdo dada por

-

Pela notagao verifica-se que o estudante gasta um tempo entre 1 e 3 minutos.

paral < x <3

S kIR

para outros valores

Verificar as duas condi¢des
I. f(x)>0 VzeR

e Parax <1 — f(x)=0
e Paral <z <3 — f(z)>0

e Parax >3 — f(x) >0

2. /R fz)dz =1

> gz S 13 1221° 1
do= [ Zdo=[ Z2de=2{ 2de=-%]| ==
/_Oof(x)x /_Oo4x /14ac 4/lmx 42}1 1

Para obter a probabilidade utiliza-se a integral, por exemplo,

3
P2<x<3) = /d:v
2

1x2]3
42,
13 22
o4\ 2 2
o 1/9 4
S o4\2 2
15 5
= _——_— = = = 2
15 =3 0,625
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1.6.1 Esperanca Matematica e Variancia de uma fdp

Defini¢do: Seja X uma V.A. continua, com fdp f(x). Entdo, o valor esperado de X (ou Esperanca

Matematica de X), denotado por E(X) é definido como

esta expressdo € também denominado o valor médio de X.
Defini¢do: Seja X uma V.A.D. . Define-se a varidncia de X, denotada por V(X) ou 03(, da seguinte

maneira: -
V(X) = / (z - E(X))? f(2)dz ou V(X) = E(X?) — (E(X))?
—00
em que -
E(X?) = / 22 f(x)da
—0o0
e a raiz quadrada positiva de V(X) é denominada o desvio-padrao de X, e denotado por o x.
No exemplo da o tempo gasto, em minutos, por um estudante para responder a uma questdo de um teste,

temos que:

E(X) = /ooxf(x)da?:/lga:de:Q,N

—00

o) 3
V(X) = / (z — BE(X))? f(z)dz = /1 (z —2,17) %dx =9,70

—00

o) 3
E(X?) = / :sz(x)dx:/ xQEd.’I;:O,SO
1

—00

V(X) = EX? - (EX))?=5-(2,17)%=0,30
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